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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) çàäàíà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}n⩾1.

Ïóñòü Fn
1 = σ(X1, . . . , Xn) åñòü σ-àëãåáðà, ïîðîæä¼ííàÿ ñëó÷àéíûìè

âåëè÷èíàìè X1, . . . , Xn, à F∞
n = σ(Xn, Xn+1, . . .) � σ-àëãåáðà,

ïîðîæä¼ííàÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè Xn, Xn+1, . . ., è ïóñòü

X =

∞⋂
n=1

F∞
n .

Ïîñêîëüêó ïåðåñå÷åíèå σ-àëãåáð åñòü ñíîâà σ-àëãåáðà, òî X ÿâëÿåòñÿ

σ-àëãåáðîé. Ýòà σ-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ õâîñòîâîé èëè îñòàòî÷íîé, â

ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âñÿêîå ñîáûòèå A ∈ X , òàêæå íàçûâàåìîå

îñòàòî÷íûì, íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X1, . . . , Xn

äëÿ ëþáîãî n, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïîâåäåíèåì ñêîëü óãîäíî äàë¼êèõ

çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1, X2, . . .
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî k ⩾ 1 ñîáûòèå

A1 =
{
ðÿä

∞∑
n=1

Xn ñõîäèòñÿ
}
=

{
ðÿä

∞∑
n=k

Xn ñõîäèòñÿ
}
∈ F∞

k ,

òî A1 ∈ X .

Ñëåäóþùèå ñîáûòèÿ òàêæå ÿâëÿþòñÿ îñòàòî÷íûìè:

A2 = {ïðåäåë lim
n→∞

Sn ñóùåñòâóåò};

A3 = {lim sup
n→∞

Sn

n
< C};

A4 = {lim sup
n→∞

Sn√
n ln lnn

= 1};

A5 = {Xn ∈ Bn äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ n}, Bn ∈ B(R).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîáûòèå {lim sup
n→∞

Sn > 0}, âîîáùå ãîâîðÿ, íå
ÿâëÿåòñÿ îñòàòî÷íûì.
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû {Xn}n⩾1 íåçàâèñèìû, òî èç ëåììû

Áîðåëÿ � Êàíòåëëè ñëåäóåò, ÷òî

P(A5) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

P(Xn ∈ Bn) < ∞;

P(A5) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

∞∑
n=1

P(Xn ∈ Bn) = ∞.

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A5 ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü äâà

çíà÷åíèÿ 0 èëè 1 â çàâèñèìîñòè îò ñõîäèìîñòè èëè ðàñõîäèìîñòè ðÿäà
∞∑
n=1

P(Xn ∈ Bn). Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì

ñëåäóþùåé òåîðåìû.
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Òåîðåìà 5.1 (çàêîí 0 è 1 Êîëìîãîðîâà)

Ïóñòü {Xn}n⩾1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí è A ∈ X . Òîãäà âåðîÿòíîñòü P(A) ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü

äâà çíà÷åíèÿ: P(A) = 0 èëè P(A) = 1.
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê A � îñòàòî÷íîå ñîáûòèå, òî A ∈ F∞
n+1, n ⩾ 0. Ïîýòîìó

ñîáûòèå A íå çàâèñèò îò σ-àëãåáðû Fn
1 ïðè ëþáîì n, ò. å. äëÿ

êàæäîãî n ⩾ 1 è äëÿ ëþáûõ An ∈ Fn
1

P(A ∩An) = P(A)P(An).

Åñëè ìû ïîêàæåì, ÷òî ñîáûòèÿ An ∈ Fn
1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî

P(An) → P(A) è P(A ∩An) → P(A), (5.1)

òî ïîëó÷èì, ÷òî P(A) = P2(A), è, çíà÷èò, P(A) = 0 èëè 1.
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì A△B = AB ∪AB ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è

B.

Ðàññìîòðèì êëàññ E , ñîñòîÿùèé èç âñåõ òàêèõ ñîáûòèé A ∈ F , ÷òî äëÿ

ëþáîãî δ > 0 ñóùåñòâóþò n ⩾ 1 è B ∈ Fn
1 òàêèå, ÷òî P(A△B) < δ.

Ïîêàæåì, ÷òî E � σ-àëãåáðà.

Òàê êàê P(B△B) = 0, òî Fn
1 ⊆ E äëÿ ëþáîãî n ⩾ 1 è, ñëåäîâàòåëüíî,

∞⋃
n=1

Fn
1 ⊆ E . Åñëè B ∈ E , òî è B ∈ E , òàê êàê A△B = A△B.
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü δ > 0 è ïóñòü Bn ∈ E , n ⩾ 1, B =
∞⋃
n=1

Bn. Òîãäà ïî ëåììå 3.1 (i)

ñóùåñòâóåò m ⩾ 1 òàêîå, ÷òî P
(
B \

m⋃
j=1

Bj

)
< δ/2.

Èç îïðåäåëåíèÿ êëàññà E ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî j, 1 ⩽ j ⩽ m,

ñóùåñòâóþò nj è Cj ∈ Fnj

1 òàêèå, ÷òî P(Bj△Cj) < δ/(2m).
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Äîêàçàòåëüñòâî

Ïîëîæèì n = max
1⩽j⩽m

nj è C =
m⋃
j=1

Cj . Òîãäà C ∈ Fn
1 è òàê êàê

(A ∪B)△C ⊆ A ∪ (B△C) è

( m⋃
j=1

Bj

)
△
( m⋃

j=1

Cj

)
⊆

m⋃
j=1

(Bj△Cj),

òî

P(B△C) ⩽ P
(
B \

m⋃
j=1

Bj

)
+

m∑
j=1

P(Bj△Cj) < δ.

Åâãåíèé Áàêëàíîâ Äîï. ãëàâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÍÃÓ, 2024 10 / 12



Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Äîêàçàòåëüñòâî

Òàêèì îáðàçîì, B ∈ E , è, ñëåäîâàòåëüíî, E îáðàçóåò σ-àëãåáðó,

ñîäåðæàùóþ
∞⋃
n=1

Fn
1 . Íî F∞

1 = σ(X1, X2, . . .) = σ
( ∞⋃
n=1

Fn
1

)
ÿâëÿåòñÿ

ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé
∞⋃
n=1

Fn
1 . Çíà÷èò, E ⊇ F∞

1 .

Òàê êàê A ∈ X , òî A ∈ F∞
1 ⊆ E . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò òàêèå

ñîáûòèÿ An ∈ Fn
1 , n ⩾ 1, ÷òî P(A△An) → 0. Îòñþäà ñëåäóþò

ñîîòíîøåíèÿ (5.1) â ñèëó òîãî, ÷òî

|P(A)− P(An)| ⩽ P(A△An) è P(A)− P(A ∩An) ⩽ P(A△An).
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Çàêîíû íóëÿ è åäèíèöû

Èç òåîðåìû 5.1 ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

{Xn}n⩾1 íåçàâèñèìû, òî âåðîÿòíîñòè òàêèõ ñîáûòèé, êàê{
ðÿä

∞∑
n=1

Xn ñõîäèòñÿ
}
è {ïðåäåë lim

n→∞
Sn ñóùåñòâóåò}, ìîãóò áûòü

òîëüêî 0 èëè 1.
Îòìåòèì åù¼ îäíî ïðîñòîå ñëåäñòâèå òåîðåìû 5.1.

Ñëåäñòâèå 5.1

Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èçìåðèìàÿ îòíîñèòåëüíî îñòàòî÷íîé

σ-àëãåáðû X , ò. å. {X ∈ B} ∈ X äëÿ ëþáîãî B ∈ B(R). Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ c, −∞ ⩽ c ⩽ ∞, òàêàÿ, ÷òî P(X = c) = 1.
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